TD DE MODELES LINEAIRES - FEUILLE 4
Régression linéaire multiple

EXERCICE 1 (Role de la constante) Soit X une matrice de dimensions n X p. Soit Y la projection
orthogonale d’un vecteur Y de N™ sur I'espace engendré par les colonnes de X. On note 1 le vecteur
de N™ uniquement composé de la valeur 1.

1. Exprimer le produit scalaire (Y, 1) en fonction des y;.

2. Soité =Y —Y et supposons que la constante fait partie du modéle, c’est-a-dire que la premiére
colonne de X est 1. Que vaut (¢,1)?

3. En déduire que lorsque la constante fait partie du modele, Y 7", vi = > 0 | Ui.

EXERCICE 2 On considére les trois modéles de régression suivants
(a) Ye=bi+boIn Xy +ep, k=1,....n,
(b) Yo = b1 + bo X+, k=1,...,n,
(¢) Y =b1 +bo X+ bsXZ +ep, k=1,...,n,
oil les e sont des N'(0,0?) indépendantes, k = 1, ..., n.
1. Calculer les estimateurs linéaires sans biais de variance minimale pour chacun des trois mo-

deles.

2. Donner des estimateurs de o2 et leurs propriétés (ne pas expliciter les calculs).

EXERCICE 3 Soient m et A deux paramétres réels. Soit le modéle linéaire gaussien défini par les

équations
E(X))=m+XetVie{2,...,n},IE(X;) =m.
Calculer 'ESBVM par deux méthodes différentes.

EXERCICE 4 On considére un vecteur aléatoire normal X = (X1,...,X,)" de loi N(M,I,), ou
M = (/'Ll') "'7/”'7‘&)/7n > 2.

On suppose que M vérifie les équations

D=0 et ) (-1)iu =0
=1 i

1. Déterminer 'ESBMYV de M.
2. Tester I'hypothése M = 0 au seuil a.
3. AN.n= 5,X1 = 2,X2 = O,Xg = 4,X4 = —1,X5 = —2,a = 0.05.

EXERCICE 5 (Minimisation de 'erreur de prévision) Soit un échantillon de n couples de réels
(x4, yi)1<i<n pour le modeéle de régression linéaire simple y; = By + B1x; + €;, ol les erreurs ¢; sont
supposées centrées décorrélées et de méme variance 2. On estime 3 = (Bp, £1) par la méthode des
moindres carrés ordinaires, ce qui donne B = (Bo, Bl)



Soit x,,+1 une nouvelle valeur de la variable explicative pour laquelle on veut prédire la variable
réponse yY,+1. L’erreur de prévision est par définition

Eni1 = Ynt1 — Gnt1 = Yn+1 — (Bo + Brans).
On montre que sa variance vaut
A 1 ($n+1 - j‘)2
Var(é 1:U2<1++_ .
(En) TR N e

En notant X la matrice n x 2 définie par
X —

nous avons de facon générale
Var(ény1) = 02 (1 + [1, 201 ] (X' X)L zp 1)) -

A partir de cette formule, il est clair que Ierreur de prévision est minimale (en moyenne) lorsque
Tp+1 = T, la variance de l'erreur valant alors o(1 + 1/n).

Le but de cet exercice est de généraliser le résultat précédent. Nous considérons désormais un
échantillon (2}, y;)1<i<n, ou @} = [1,2]] avec 2z} = [;1,...,2ip). En notant 1 le vecteur de taille n
uniquement composé de 1, nous adoptons 1’écriture matricielle :

1 11 s SL‘1p 1 Zi
X=|: 0 =1 | =[tal|5]=[1]2],
1 Zp1 0 Tpp 1 =z
ol Z est donc une matrice de taille n X p. Les moyennes de ses colonnes 71, ..., Z, sont regroupées
dans le vecteur ligne ' = [Z1,...,Z,]. Enfin, on considére comme précédemment le modeéle de

régression linéaire

yi = Po + Prxia + -+ + Bpxip + &1 = i + &,
oll les erreurs ¢; sont supposées centrées indépendantes et de méme variance 0. Matriciellement,
ceci s’écrit donc Y = X8 + ¢, avec X donnée ci-dessus et supposée telle que X’ X est inversible.

1. Ecrire la matrice X’ X sous forme de 4 blocs faisant intervenir Z, T et la taille n de ’échantillon.

2. On rappelle la formule d’inversion matricielle par blocs : Soit M une matrice inversible telle

T|U
M= [ﬂv}
avec T inversible, alors Q@ = W — VT U est inversible et l'inverse de M est :

T +rtuQThvrT | -TlUQT!
_Q—IVT—I ‘ Q_l .

que

Mt =

Ecrire la matrice (X'X) ™! sous forme de 4 blocs dépendant de n, Z et T~1, ou I' = L 2'Z -z’

: / _ / P . , L.
3. Soit x;,, 1 = [1,2,,,] une nouvelle donnée. Montrer que la variance de 'erreur de prévision
est égale a

) 1 1 o )
Var(é,11) = 02 (1 + - + E(znﬂ — )T (zny1 — x)) )

4. On admet pour 'instant que I' = %Z’ Z — Z¥' est symétrique définie positive (on rappelle que
S est symétrique définie positive si S’ = S et si pour tout vecteur z non nul, ’Sz > 0). Pour
quelle nouvelle donnée ), 41 la variance de I'erreur de prévision est-elle minimale ? Que vaut
alors cette variance ?

5. Justifier le fait que si X’X est inversible, alors I" est bien symétrique définie positive.



