TD DE MODELE LINEAIRE - FEUILLE 1

Exercice 1 Une variable aléatoire est dite de loi Gamma de parametres a et A (a0 >
0, > 0), notée y(a, A), si sa loi a la densité :

AO[
flz;a,\) = (o) :co"le”\xl(07+oo) (x),

ouVa >0, I'(a) = / v e dz.
0

1. Verifier que la loi y(c, A) est bien une loi de probabilité.

2. Soit X une variable aléatoire réelle de loi y(a, \) . Calculer sa transformée de La-
place. Calculer sa moyenne et sa variance par deux méthodes.

3. Soit X une variable aléatoire réelle de loi N'(0,1). Donner la loi de X2. En déduire
que 7(1/2,1/2) = x*(1).

4. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois y(aq, A) et y(az, A).
(a) Donner la loi de X + Y.

(b) Montrer que X +Y et X1y sont indépendantes et calculer leur loi de proba-
bilité.

5. Si Xy,..., X, sont n variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi expo-
nentielle de parametre A\, donner la loi de la somme S,, = X; + ... + X,,. Calculer
E(S,) et Var(S,).

6. Si Yj,...,Y, sont n variables aléatoires indépendantes de loi N'(0,1), donner la loi
de Z = Y2+ ...+ Y? et calculer sa transformée de Laplace, sa moyenne et variance.
En déduire que y(n/2,1/2) = x*(n).

Rappels :

r(1/2) = V7,
MNa+1) =al(a), Va > 0,

1
B(ay,as) = / w1 —u)*?  du =
0

['(a1)T (az)

, Yag, ag > 0,
F(Oé1+062) ! 2

La densité d'une loi 3(a,b), a,b > 0, est f(z) = [(atb) 2271 — )P M geper.

I'(a)T'(b)

Exercice 2 Soient X, ..., X, des variables aléatoires indépendantes de loi AV/(0,1), et

ai, .

ooy, b1,... b, des réels. Montrer que Y = > a;X; et Z = Y7 b;X; sont

i=1

indépendantes équivaut a » . a;b; = 0.



Exercice 3

1. Soient X et € deux variables aléatoires réelles indépendantes, telles que P(e = +1) =
Ple=—-1)=1/2 et X de loi N(0,1). On pose Y = eX.

(

a) Calculer la fonction de répartition de Y. En déduire sa loi.
(b) Les variables aléatoires réelles X et Y sont-elles non corrélées ?
)

(c) Calculer P(X+Y = 0). Le vecteur (X, Y) est-il gaussien ? Les variables aléatoires
réelles X et Y sont-elles indépendantes ?

2. Soient X, Y, Z trois variables aléatoires indépendantes de méme loi N'(0,1). On pose
U=X-YetV=X+Y-27.

(a) Quelles sont les lois de U et de V' 7

(b) Ces variables aléatoires sont-elles indépendantes 7

Exercice 4 Les statistiques X, =n~ 'Y | X; et 52 = 3" (X; —X,,)? désignent les
estimateurs usuels de p et o2 pour un échantillon (X1, ..., X,,) d’une loi normale N(u, 02).
Calculer le coefficient de corrélation p entre X, et la statistique de Student

T = V(Xn—p)
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